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Магнитное поле постоянного тока

Как отмечалось выше электрические и магнитные поля являются двумя сторонами единого электромагнитного поля. При определенных условиях эти стороны единого электромагнитного поля можно рассматривать в отдельности. Так, если в каком-либо объеме пространства расположены неподвижные электрические заряды, то для неподвижного по отношению к этой системе наблюдателя обнаруживается только электростатическое поле. Однако, если в это же время другой наблюдатель будет двигаться вместе с магнитной стрелкой по отношению к заряженным телам, то он обнаружит наличие и магнитного поля. В данном разделе мы будем рассматривать такие условия, в которых можно учитывать наличие только магнитного поля единого электромагнитного поля. 

Магнитное поле неразрывно связано с электрическим током, причем связь эта – обоюдная: если протекает электрический ток, то он неизбежно создаёт магнитное поле; если существует магнитное поле, то оно обязательно создано каким-то током (этот ток может протекать не обязательно в непосредственной близости от пространства, в котором создано магнитное поле). Так в рассмотренном выше примере при движении наблюдателя с магнитной стрелкой относительно неподвижных зарядов или все равно что движение зарядов относительно наблюдателя  - есть ток (ток переноса), почему наблюдатель и обнаруживает магнитное поле. 

Тоже можно сказать, когда в какой-либо области пространства обнаруживается магнитное поле, окружающее скажем неподвижные к наблюдателю постоянные магниты: неподвижный пробный заряд не испытывает никаких сил (электростатического поля нет). Однако наблюдатель, движущийся вместе с пробным зарядом, обнаруживает и электрическое поле, так как при движении относительно него магнитов будет иметь место изменение магнитного потока, а оно в соответствии с законом электромагнитной индукции вызывает в этом пространстве индуцированное электрическое поле. Да и сами магниты создают поле благодаря элементарным электрическим токам, существующим в веществе магнита.
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Магнитное поле непосредственно на органы чувств человека не воздействует. Обнаружить его можно по силовому воздействию с его стороны на проводник с током (или движущийся заряд).  Основной величиной, характеризующей магнитное поле, является магнитная индукция. Она характеризует интенсивность поля в каждой его точке. В основу определения индукции как раз и положено механическое воздействие со стороны поля на помещенный в него проводник с током. Пусть проводник с током помещен в магнитное поле с индукцией В (рис.12.1). Опыт показывает, что сила, с которой поле воздействует на элемент проводника длиной dl с током I, определяется следующим образом  
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Направление этой силы определяется по правилу левой руки, она перпендикулярна вектору В в данной точке и вектору элементарного тока  
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 Величина силы определяется по формуле 
[image: image3.wmf].
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 Если индукция и элементарный ток параллельны ((=0), то проводник не испытывает механического воздействия со стороны поля. Сила, действующая на проводник, будет максимальной, если индукция и элементарный ток перпендикулярны. Индукция измеряется в теслах (Тл=
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) и она будет равняться  1Тл, если  на проводник длиной 1м и с током 1А будет действовать сила в 1Н ((=90о).

Кроме индукции магнитное поле характеризуется векторами напряженности поля Н и намагниченности вещества J. Указанные величины связаны следующим образом: 
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, где (о=4(*10-7 Гн/м – абсолютная магнитная проницаемость вакуума (магнитная постоянная). Слагаемое 
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 показывает на сколько магнитная индукция в данной среде отличается от магнитной индукции в вакууме. Это отличие связано с молекулярными процессами, происходящими в веществе. Для однородных и изотропных сред и в случае слабых полей намагниченность пропорциональна напряженности поля 
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 - магнитная восприимчивость. Тогда 
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 где (а и (r – cоответственно абсолютная и относительная магнитная проницаемость среды, в которой создано поле. Напомним, что в электротехнике для всех веществ, кроме ферромагнитных и их сплавов, принимается (r=1.

Закон полного тока

[image: image320.png]
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Основным законом, характеризующим магнитное поле, является закон полного тока, устанавливающий связь между напряженностью поля и токами, его создающими. Интегральная форма этого закона гласит: циркуляция вектора Н равна полному току или  
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 Если контур, выделенный в магнитном поле (рис.12.2), разбить на бесконечно большое число элементарно малых участков с длинами dl, и на каждом из этих участков перемножить векторы Е и dl, а затем просуммировать все эти произведения, то это и будет циркуляция вектора Н. Под полным током понимают алгебраическую сумму токов, пересекающих поверхность, ограниченную контуром интегрирования причем в этой сумме с плюсом берут токи, направление которых связано с направлением обхода контура правилом буравчика (правоходового винта). Для примера, показанного на рис.12.2 полный ток  (I=I1-I2+I3. Интегральная форма закона полного тока применяется, когда может быть использована симметрия в поле. Например, если магнитное поле создано уединенным прямолинейным проводником с током, протекающим от нас, в любой точке, отстоящей на расстояние  r  от центра провода, векторы Н  и  dl  совпадают по направлению (рис.12.3), а величина вектора  Н  одинакова в силу симметрии. С учетом сказанного имеем:  
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 Полный ток для точек, находящихся за пределами провода, будет (I=I.   Тогда  
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Если какое-либо поле имеет сложный характер и не удается составить контур, все точки которого находились бы в симметричных условиях, то хотя интегральная форма закона полного тока остается справедливой, но использовать её не представляется возможным из-за трудностей математического характера. В подобных случаях применяется дифференциальная форма закона полного тока, которую далее и рассмотрим. Интегральная форма закона полного тока справедлива для контура любых размеров, в том числе и бесконечно малого. Выделим в каком-либо магнитном поле поверхность S и разобьём её на бесконечно большое число элементарно малых участков. Применим закон полного тока для контура, ограничивающего один из этих участков (рис.12.4). Поскольку площадка выбранного участка очень мала, то можно полагать, что плотность тока во всех его точках одинакова и полный ток, пронизывающий площадку будет 
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 где (n - проекция вектора (  на нормаль к площадке. Следует заметить, что за положительное направление нормали к площадке принимается направление движения буравчика при вращении его по направлению обхода контура. Тогда  
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 Поделив обе части этого равенства на  (S  и устремив его к нулю, что означает стягивание площадки в точку, получим: 
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 В левой части последней формулы стоит величина, которая в математике называется проекцией вектора ротора Н  на нормаль к площадке. Она обозначается так rotn
[image: image16.wmf]H

.  Тогда rotn
[image: image17.wmf]H

=(n. В общем случае  векторы могут занимать любое положение относительно нормали к площадке, поэтому вместо равенства проекций можно записать равенство самих векторов, т.е. 
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 Это и есть закон полного тока в фифформе. Ещё раз подчеркнём, что 
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– это вектор, имеющий такое же направление как и 
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 поэтому он перпендикулярен вектору Н  в данной точке поля. Выражение 
[image: image21.wmf]H

rot

 по-разному раскрывается в различных системах координат. Приведём без вывода формулу его раскрытия в декартовой системе координат:
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 С другой стороны  
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 Поскольку равенство векторов возможно только при равенстве их проекций, то  
[image: image24.wmf].

dy

dH

dx

dH

;

dx

dH

dz

dH

;

dz

dH

dy

dH

z

x

y

y

z

x

x

y

z

d

d

d

=

-

=

-

=

-

    

    

 Именно последние три выражения используются в практических расчетах, которые можно вести лишь в проекциях.

Формально 
[image: image25.wmf]H
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 можно представить в виде векторного произведения векторов набла и Н. В этом нетрудно убедиться путём непосредственного перемножения
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с учетом того, что 
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и т. д.

В связи с изложенным закон полного тока в дифформе часто записывают так: 
[image: image28.wmf]]
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Принцип непрерывности магнитного потока

Магнитный поток есть поток вектора магнитной индукции через некоторую поверхность S:  
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[Вб]. Если поверхность S будет замкнута сама на себя, то поток, пронизывающий такую поверхность, будет  
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  Опыт показывает, что вошедший внутрь любого объёма магнитный поток равен потоку, вышедшему из него, т.е.  сумма вошедших и вышедших в объём потоков равна нулю: 
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 Эта формула представляет математическую запись принципа непрерывности магнитного потока в интегральной форме. Поделим обе части этого уравнения на объём V, находящийся внутри поверхности S, и определим предел отношения, когда V стремится к нулю:  
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 Это дифференциальная форма записи принципа непрерывности магнитного потока. Следовательно, в любой точке магнитного поля нет ни стока ни истока линий вектора В. Линии вектора В нигде не прерываются, они представляют собой замкнутые сами на себя линии. За положительное направление этих линий принято выбирать то, куда будет обращен северный полюс магнитной стрелки, внесенной в поле. Так как 
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  или  
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 т.е. в средах с постоянной магнитной проницаемостью линии вектора Н также являются непрерывными (в отличие от силовых линий электростатического поля).

Скалярный потенциал магнитного поля

На основании закона полного тока в дифформе  
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 Если взять совокупность точек магнитного поля, в которых 
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 то для них 
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 Это говорит о том, что в областях, не занятых постоянным током, магнитное поле является безвихревым, т.е. потенциальным. Известно, что потенциальное поле можно определять как поле, каждая точка которого имеет скалярный (магнитный в данном случае) потенциал  (м. Связь между напряженностью магнитного поля Н и скалярным магнитным потенциалом (м такая же как и в любом потенциальном поле:  
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 Согласно принципа непрерывности магнитного потока 
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  а при 
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  Подставляя в последнее выражение формулу 
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  получим  
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 Это уравнение можно записать через оператор набла:  
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  Таким образом, скалярный магнитный потенциал, о котором может идти речь только для областей, не занятых током, описывается уравнением Лапласа. Напомним, что уравнение Лапласа по-разному раскрывается в различных системах координат. Пользуясь этим уравнением можно рассчитывать поле постоянного магнита, поле машины постоянного тока в воздушном зазоре и другие магнитные поля в областях, не занятых током. 
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Разность скалярных магнитных потенциалов между какими-либо точками поля называется магнитным напряжением между ними: 
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  Магнитное напряжение имеет много общего с электрическим напряжением, но имеет и существенные отличия, главные из которых заключается в том, что оно измеряется в А, а также в том, что его величина  может быть разной в зависимости от пути, по которому оно определено. Так, если поле создано прямолинейным проводником с током I (рис.12.5), то   
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, определенное по пути 1-3-2 в точности равно 
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, определенному по пути 1-4-2, однако оно будет отличаться от 
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, определенному по пути 1-5-2, причем отличаться ровно на величину тока в проводе. Последнее непосредственно следует из закона полного тока в интегральной форме. 

Векторный магнитный потенциал

Для расчета магнитных полей широко используется векторный магнитный потенциал. Его обозначают так  
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 Это расчетная, искусственно введенная в расчет величина, которая  плавно изменяется при переходе от одной точки к другой и такая, что  
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  Основанием для представления 
[image: image56.wmf]B

 в виде 
[image: image57.wmf]A

rot

 служит то обстоятельство, что дивергенция ротора любого вектора равна нулю, а в магнитном поле согласно принципа непрерывности магнитного потока  
[image: image58.wmf].

B

div

0

=

 Векторный магнитный потенциал вводится в расчет по следующим причинам: 1) определение 
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 по заданной плотности тока путем непосредственного решения уравнения  
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  часто приводит к сложным расчетам в связи с чем удобнее сначала определить величину   
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, а по ней уже 
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; 2) используя  
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 проще определить магнитный поток, пронизывающий какую-либо поверхность. Векторный магнитный потенциал применим ко всем областям поля: как не занятым током, так и занятым им. Выведем уравнение, позволяющее рассчитывать 
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. С этой целью умножим на (а выражение  
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 и с учетом того, что (а =const, получим 
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. Из математики известно, что 
[image: image69.wmf].

A

A

graddiv

A

rotrot

2

Ñ

-

=

 Уравнение 
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 не однозначно определяет 
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. Поэтому нужно задать ещё величину 
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 Положим, что 
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, что отражено в определении для 
[image: image74.wmf]А

. Это означает, что линии вектора 
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 являются непрерывными (как и линии вектора В). Тогда выражение для расчета  
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 принимает вид  
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 Это выражение получило название уравнения Пуассона  для магнитного поля. Так как 
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 и 
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– это векторы, то их можно представить через проекции:  
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 Тогда уравнение Пуассона распадается на три уравнения для скалярных величин: 
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 Именно последние три формулы используются в практических расчетах.
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Рассмотрим как можно определить магнитный поток, используя ветор-потенциал магнитного поля. Магнитный поток,пронизывающий поверхность S, есть поток вектора В через эту поверхность 
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  Поскольку  
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  Согласно теореме Стокса  
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 Для выяснения справедливости этого равенства разобъём  поверхность S на элементарные площадки (рис.12.6) и заменим интеграл суммой конечного числа слагаемых, а вместо ротора 
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 подставим в соответствии с его определением (опустив знак предела) величину  
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 т.е. для вычисления 
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  необходимо определить составляющие циркуляции вектора А по контурам всех элементарных площадок и сложить их. Так как при составлении циркуляции обход участков, являющихся смежными между какими-либо соседними площадками, совершается дважды и в противоположных направлениях, то составляющие циркуляции 
[image: image90.wmf]А

 на этих участках при суммировании взаимно уничтожаются и остаётся циркуляция только по периферийному контуру mnpq, т.е. 
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 Следовательно, 
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 т.е. для определения магнитного потока, пронизывающего некоторую поверхность S, нужно вычислить циркуляцию вектор-потенциала по контуру, на который опирается данная поверхность S. Определение Ф через 
[image: image93.wmf]А

 значительно проще чем через индукцию В, так как: 1) линейный интеграл определяется проще чем поверхностный; 2) при определении Ф по  
[image: image94.wmf]В

 необходимо знать индукцию во всех точках поверхности S, тогда как при вычислении его по 
[image: image95.wmf]А

 достаточно знать значения последнего только в периферийных точках поверхности S (в точках периферийного контура). 
Граничные условия в магнитном поле
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В магнитном поле имеют место свои граничные условия. Их два, но они могут быть сформулированы одним предложением: для всех точек, являющихся общими для двух различных магнитных сред равны по величине тангенциальные составляющие вектора Н и нормальные составляющие вектора В. Первое условие выводится путём составления циркуляции вектора Н вдоль бесконечно малого плоского контура mnpq, окружающего выбранную точку (рис.12.7), подобно тому как это было сделано в электростатическом поле   
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 откуда  Н1t = Н2t. Это условие соблюдается, если на границе раздела сред не протекает поверхностный ток (ток с линейной плотностью ( в бесконечно тонком плоском проводнике между средами). А если такой ток имеется, то полный ток будет не ноль, а   (dl  и тогда Н1t - Н2t=(, т.е. при наличии поверхностного тока тангенциальная составляющая 
[image: image97.wmf]H

 претерпевает разрыв на величину линейной плотности поверхностного тока, но как правило такой ток отсутствует. 
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Равенство В1n= В2n  вытекает из принципа непрерывности магнитного потока  
[image: image98.wmf].
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 Для его доказательства выделим бесконечно малый плоский параллелепипед (рис.12.8) и подсчитаем поток через его грани:  
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 или В1n=В2n. Из этих соотношений вытекает:  
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Если силовые магнитные линии выходят из среды с большой магнитной проницаемостью (1а  (ферромагнитное тело) в среду с малой проницаемостью (2а, то 
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 т.е. в среде с малой проницаемостью силовые магнитные линии практически перпендикулярны к границе.

Соответствие между магнитным полем и электростатическим

Между картиной электростатического поля и картиной магнитного поля в областях, не занятых постоянным током, существует соответствие двух типов:  
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1. Когда одинаково распределение зарядов в электростатическом поле и линейных токов в магнитном поле. Тогда картина магнитного поля подобна картине электростатического поля только силовым линиям первого соответствуют эквипотенциальные линии второго и наоборот. Для примера покажем графическую картину электростатического поля заряженной оси (рис.12.9,а) и картину магнитного поля прямолинейного проводника с током (рис.12.9,б). 

2. Когда одинаковы формы граничных эквипотенциальных поверхностей в этих полях. В этом случае имеет место полное соответствие картин (силовым линиям соответствуют силовые, эквипотенциальным - эквипотенциальные).

Графическое построение картины магнитного поля и определение по ней магнитного сопротивления
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Все известные методы расчета и исследования магнитных полей разделяются на три группы: аналитические, графические и экспериментальные. Аналитические методы (интегрирование уравнений Пуассона и Лапласа, метод зеркальных изображений и др.) в силу трудностей математического характера позволяют решать очень небольшой круг задач и когда их применить не удается, часто прибегают к построению графической картины магнитного поля или к экспериментальному его исследованию на модели. Построение графической картины магнитного поля применяется к двухмерным безвихревым полям. Рассмотрим его на конкретном примере машины постоянного тока. Исследуем магнитное поле в воздушном зазоре такой машины. Пусть магнитный поток замыкается с полюса на якорь (рис.12.10). Так как магнитная проницаемость стали (полюс и якорь) намного больше проницаемости воздуха, то магнитные силовые линии будут перпендикулярны к поверхностям полюса и якоря, которые будут эквипотенциальными поверхностями. Если активная (находящаяся в магнитном поле) длина якоря l достаточно большая, то поле можно считать плоско-параллельным, т.е. одинаковым во всех сечениях, перпендикулярных оси якоря. Построение семейства силовых и эквипотенциальных линий (графической картины) производится примерно, «на глаз» с соблюдением следующих правил: силовые линии должны быть перпендикулярны к поверхности полюса и якоря и так расположены друг по отношению к другу, чтобы после проведения эквипотенциальных линий, перпендикулярных силовым, образовались бы криволинейные ячейки, для каждой из которых отношение средней ширины b к средней высоте a было бы одинаковым. При первом построении картины поля может и не удастся добиться, чтобы для любой ячейки было 
[image: image102.wmf],
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 но достаточно предпринять несколько попыток и картина поля будет построена вполне удовлетворительно, что и показано на рис.12.10. На такой картине выделяют силовые трубки – часть поля, заключенную между двумя смежными силовыми линиями. Поперечное сечение силовой трубки в некоторой ячейке шириной bк будет lbк. Если картина магнитного поля построена, то с её помощью можно рассчитать магнитную проводимость (или обратную величину – магнитное сопротивление) воздушного зазора между полюсом и якорем.  Для этого нужно по картине поля посчитать число силовых трубок (m) и число ячеек в силовой трубке (n). Для примера, показанного на рис.12.10 m=24 (слева от центральной линии поле будет точно таким же ),  n=3. Рассмотрим одну из силовых трубок, например, показанную волнистой линией на рис.12.10. Пусть по этой трубке замыкается магнитный поток  (Ф. Определим вдоль этой силовой трубки магнитное напряжение между полюсом и якорем
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где Нк – среднее значение напряженности поля в к-ой ячейке; ак – высота к-ой ячейки.

Значения Нк могут быть определены через (Ф: 
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и т.д. Тогда магнитное напряжение 
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 поскольку для всех ячеек  
[image: image106.wmf],
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 а число ячеек равно n. Из последнего равенства следует  
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 Отсюда вытекает, что при соблюдении указанных выше правил построения картины поля по каждой силовой трубке будет замыкаться одинаковый магнитный поток. Следовательно, весь магнитный поток, замыкающийся с полюса на якорь, будет 
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a

b

n

lm

U

Ф

m

Ф

а

м

m

D

=

=

  Тогда  магнитная проводимость между полюсом и якорем будет  
[image: image109.wmf].
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  На практике рекомендуют брать 
[image: image110.wmf].
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Следует иметь в виду, что приведенные правила построения картины магнитного поля справедливы только для областей, не занятых электрическим током. В областях же, занятых током, их применять нельзя, поскольку там теряет смысл понятие скалярного магнитного потенциала. Если картину магнитного поля построить затруднительно, то её можно снять экспериментальным путём. Существует несколько методов экспериментального снятия картины магнитного поля (встряхивание опилок железа, рамка с гальванометром и т.д.), но чаще всего это  делают путём моделирования магнитного поля полем в проводящей среде, используя аналогию между полями. Таким образом,  аналогия имеет место между тремя полями:   электростатическим (в областях, не занятых зарядом), полем в проводящей среде (в областях, не занятых источниками ЭДС) и магнитным (в областях, не занятых током). Суть её состоит в том, все три поля описываются уравнением Лапласа, в них имеются сходные величины и выполняются одинаковые граничные условия для сходных величин (см. табл.).

Поле
Описывающее уравнение
Сходные величины
Граничные условия

Электростатическое
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В проводящей среде
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Исходя из этой аналогии можно сделать заключение, что рассмотренное построение графической картины магнитного поля применимо и к электростатическому полю и к полю в проводящей среде. На основании этой аналогии можно для поля в проводящей среде определять по его графической картине проводимость среды между электродами: 
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  а для электростатического поля – ёмкость между электродами: 
[image: image116.wmf].
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Для моделирования магнитного поля в воздушном зазоре машины постоянного тока из листа металла изготавливают модель исследуемого участка поля. Эта модель изображена на рис.12.11. Так как магнитодвижущая сила (МДС) обмотки полюса распределена по его высоте, то и подвод тока осуществляется от нескольких проводников. Токи в проводниках могут регулироваться, что позволит задавать закон изменения МДС по высоте полюса. С помощью щупа и индикатора можно построить картину эквипотенциальных линий поля в проводящей среде, которым будут соответствовать силовые линии магнитного поля. Эквипотенциальные линии магнитного поля можно построить по приведенным выше правилам. 
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Если необходимо определить только величину магнитной проводимости воздушного зазора между полюсом и якорем, то это осуществляется ещё легче следующим образом. Из какого-либо металла изготавливается модель полюса и якоря (рис.11.12). Они помещаются в среду (раствор электролита), удельная проводимость ( которой намного меньше проводимости металла и подводится питание от источника с известным напряжением U. Если измерить ток между электродами, то электрическая проводимость между ними будет  
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  а проводимость аналогичной магнитной цепи  определится из соотношения  
[image: image118.wmf].
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Магнитное поле прямолинейного проводника с током, расположенного вблизи границы раздела двух различных магнитных сред

[image: image330.png]


Допустим, что в среде с магнитной проницаемостью (1а на высоте h параллельно границе, отделяющей её от другой среды с проницаемостью (2а, расположен прямолинейный проводник с током I1 (рис.11.13,а). Требуется рассчитать напряженность поля во всех точках обеих сред. Решение задачи производится методом зеркальных изображений для чего в расчет кроме заданного тока I1 вводятся ещё два фиктивных тока  I2   и  I3  поскольку должны быть выполнены два граничных условия (H1t=H2t; B1n=B2n). Проводник с током I2 помещается в точке зеркального изображения по отношению к проводнику с током I1 (рис.12.13,б), а проводник с током I3 – там же, где и проводник с I1 (рис.12.13,в). Величины и направления неизвестных пока токов I2 и I3 выбираются именно такими, чтобы выполнялись граничные условия. 

Поле в верхнем полупространстве определяется двумя токами – заданным I1 и фиктивным I2, причем и верхнее и нижнее полупространство при этом заполнено средой с (1а.  Поле в любой точке нижнего полупространства определяется током I3, а верхнее и нижнее полупространство имеет проницаемость (2а. Для определения неизвестных токов I2 и I3  составим уравнения, полагая, что эти токи имеют такое же направление, как и I1. На границе раздела сред возьмём произвольную точку, положение которой будем определять расстоянием r. Если эту точку считать принадлежащей первой среде, то тангенциальная составляющая напряженности поля в ней будет  
[image: image119.wmf].
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 Если эту же точку считать принадлежащей второй среде, то тангенциальная составляющая напряженности поля в ней будет 
[image: image120.wmf].
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 Так как H1t=H2t, то должно быть  I1-I2=I3. Для составления второго уравнения используем условие, что  B1n=B2n. В выбранной точке 
[image: image121.wmf],
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 откуда получаем второе уравнение  (1а(I1+I2)= (2аI3. Решая совместно эти уравнения, получаем  
[image: image122.wmf].
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 Из этих формул видно, что направление I3 всегда совпадает с направлением I1, а направление I2 совпадает с направлением I1, если (2а>(1а, в противном случае направления I2 и I1 противоположны. 

Понятие о расчете индуктивности и взаимной индуктивности

[image: image331.png]dr




Напомним, что индуктивностью называется коэффициент пропорциональности между потокосцеплением и током, его создающим  
[image: image123.wmf].
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 Поэтому для расчета индуктивности нужно определять потокосцепление или магнитный поток, что можно сделать, используя теорию магнитного поля. Приведем пример. Выведем формулу индуктивности тороидальной катушки (рис.12.14). Пусть катушка имеет w витков, которые распределены равномерно  по всей длине сердечника прямоугольной формы в поперечном сечении. Внутренний радиус сердечника r1,  наружный - r2, толщина h и магнитная проницаемость - (а.  Тогда  в любой точке сердечника, отстоящей на расстояние r от центра катушки, в соответствии с законом полного тока в интегральной форме можно записать  
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 EMBED Equation.3  [image: image126.wmf] 
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Магнитный поток, замыкающийся по сердечнику                
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  причем  ds=hdr.

Тогда  
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 EMBED Equation.3  [image: image131.wmf].
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Индуктивность катушки


[image: image132.wmf].
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Взаимная индуктивность М представляет собой коэффициент пропорциональности между потокосцеплением одного устройства (катушки) и током, создающим это потокосцепление, но протекающим по другому устройству (катушке):
[image: image133.wmf].
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  Выведем формулу  взаимной индуктивности между прямолинейным проводом и рамкой, содержащей w витков и лежащей в плоскости провода (рис.12.15). Предположим, что по проводу замыкается ток I. Тогда в точке, отстоящей на расстояние r от провода, напряженность магнитного поля как мы выясняли ранее будет  
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 а магнитная индукция  
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 Магнитный поток, пронизывающий рамку, будет  
[image: image136.wmf].
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   Тогда взаимная индуктивность   
[image: image137.wmf].
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Аналогично могут быть выведены формулы индуктивности или взаимной индуктивности других устройств.

Теория переменного электромагнитного поля

Переменным электромагнитным полем называется совокупность изменяющихся во времени и взаимосвязанных электрических и магнитных полей. Переменное электромагнитное поле является одним из видов материи и обладает свойствами, присущими любой материи – энергией, массой и количеством движения. Правда оно является очень специфическим видом материи, например, его масса очень мала. 

Все процессы, происходящие в переменном электромагнитном поле описываются четырьмя уравнениями, получившими название уравнений Максвелла, поскольку именно он впервые сформулировал их в своём знаменитом «Трактате об электричестве и магнетизме» в 1873 г.  

Первое уравнение Максвелла выглядит так: 
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 где 
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 - напряженность магнитного поля в рассматриваемой точке,  
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 - плотность тока проводимости в этой же точке, 
[image: image141.wmf]dt
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 -  плотность тока электрического смещения. Последняя измеряется в  [
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]. Максвелл предложил назвать током изменяющиеся во времени электрические поля, Чтобы отличить этот ток от других видов тока (ток проводимости, ток переноса и т.д.)  назвал его током электрического смещения. Ток электрического смещения является весьма специфическим. Ему присуще свойство распространяться по диэлектрикам также, как току проводимости – по проводникам. Существенное отличие тока электрического смещения от других видов тока заключается в том, что он не вызывает тепловых потерь. С током электрического смещения нам приходилось уже встречаться неоднократно. Так ток, протекающий по конденсатору (он имеет место только при изменении напряжения на нем), является током электрического смещения. Введение в основные уравнения переменного электромагнитного поля тока электрического смещения является заслугой Максвелла. 

Объединяет все виды тока то, что каждый из них создает магнитное поле.

В хорошо проводящих средах токи проводимости значительно превышают токи смещения и последними допустимо пренебрегать. В диэлектрике с малыми потерями наоборот можно пренебрегать токами проводимости. В полупроводящих средах указанные токи сравнимы. 

Физический смысл первого уравнения Максвелла состоит в том, что вокруг любой линии тока (то ли проводимости, то ли смещения) возникает вихрь (ротор) магнитного поля. Оно указывает на то, что электромагнитное поле находится в непрерывном движении – любое изменение во времени приводит к изменению в пространстве.

Первое уравнение Максвелла представляет дифформу закона полного тока с учетом тока электрического смещения.

[image: image333.png]


Второе уравнение Максвелла представляет собой дифформу закона электромагнитной индукции, согласно которому в любом витке наводится ЭДС при изменении сцепленного с ним магнитного потока   
[image: image143.wmf].

t

Ф

e

¶

¶

-

=

 В магнитном поле с индукцией В поток через поверхность, ограниченную контуром витка,  
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 Если напряженность индуцированного поля  
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 то наведенная в контуре ЭДС будет 
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  В последнем выражении стоит частная производная по t в связи с тем, что ЭДС может возникать ещё и за счет движения или деформации витка. Согласно теореме Стокса 
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  Тогда 
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  Равенство интегралов возможно только при равенстве подинтегральных функций, т.е.  
[image: image150.wmf].
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 Это и есть второе уравнение Максвелла. Физический смысл его состоит в том, что вокруг любой магнитной линии возникает вихрь (ротор) электрического поля (рис.12.16), если имеется  
[image: image151.wmf].
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 Второе уравнение Максвелла также свидетельствует о том, что переменное электромагнитное поле находится в непрерывном движении. В этом поле существует два вида силовых линий электрического поля: линии, которые начинаются на положительно заряженных телах и заканчиваются на отрицательно заряженных телах (линии «кулонова» поля) и замкнутые сами на себя силовые линии (линии вихревого поля), охватывающие линии магнитного поля.  Второе уравнение Максвелла описывает вихревое электрическое поле.

Третьим уравнением Максвелла является принцип непрерывности магнитного потока: 
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 -  силовые магнитные линии всегда замкнуты сами на себя.

Четвертое уравнение Максвелла описывает «кулоново» электрическое поле: 
[image: image153.wmf].
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 Оно представляет собой теорему Гаусса в дифформе. 

Уравнения Максвелла являются дифференциальными уравнениями и при их решении появляются постоянные интегрирования, которые определяются по начальным (значения векторов Е и Н во всех точках объёма, в котором исследуется поле, при t=0) и граничным условиям. На границе раздела двух сред значения  (а, (а, ( изменяются скачком и имеет место разрыв непрерывности векторов, характеризующих поле. Причем граничные условия, полученные для неизменных во времени полей сохраняют свою силу и для мгновенных значений векторов переменного электромагнитного поля.

Уравнения Максвелла в комплексной форме

Если векторы Е и Н  во времени изменяются по синусоидальному закону, то можно воспользоваться комплексным методом и записать уравнения Максвелла в несколько иной форме. Пусть в некоторой точке поля  
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t

sin(

H

H

   

);

t

sin(

E

E

H

m

E

m

y

w

y

w

+

=

+

=

 где Em и  Hm – амплитуды напряженностей электрического и магнитного полей;  (Е и (H  -их начальные фазы. Тогда  
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 где  
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 -  комплексные амплитуды напряженностей  Е и Н, 
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- комплексы их действующих значений. Нужно однако учесть, что напряженности Е и Н  являются еще и векторами, т.е. они определенным образом ориентированы в пространстве. Чтобы подчеркнуть этот факт будем их обозначать так: 
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 В первое уравнение Максвелла подставим вместо 
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 поскольку 
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 от t не зависит. Тогда  получим     
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 или 
[image: image166.wmf].

E

)

j

(

H

rot

а

we

g

+

=

 Это и есть первое уравнение Максвелла в комплексной форме записи. 

Аналогично для второго уравнения Максвелла имеем   
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 Так выглядит второе уравнение Максвелла в комплексной форме. Аналогично получаются выражения для третьего и четвертого уравнений, имеющие вид: 
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 EMBED Equation.3  [image: image172.wmf].
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 Преимуществом комплексной формы основных уравнений переменного электромагнитного поля является то, что из них исключено время. 

Теорема Умова-Пойнтинга для мгновенных значений

Кроме уравнений Максвелла в теории электромагнитного поля большое значение имеет теорема Умова-Пойнтинга, которая  выражает закон сохранения энергии применительно к этому полю. Она вытекает из первых двух уравнений Максвелла, но имеет самостоятельное значение. 
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, где  dV – элементарный объём, во всех точках которого 
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 неизменны. Тогда  
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 Из математики  известно, что 
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 Векторное произведение 
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 и называется вектором Пойнтинга. Его размерность [S]=[E][H]=
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 Вектор S направлен в сторону поступательного движения буравчика при вращении его по кратчайшему пути от 
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 к 
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(рис.12.17), а его величина равна площади параллелограмма, построенного на векторах 
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 и 
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С учетом сказанного можно записать, принимая  во внимание, что    
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   или 
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  Это соотношение можно распространить на  объём конечных размеров, проинтегрировав его по V: 
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 Объёмный интеграл от дивергенции любого вектора может быть преобразован в поверхностный по теореме Остроградского –Гаусса: 
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  Качественно это преобразование можно пояснить так. Разобъём  объём V на большое число элементарных объёмов  (V (рис.12.18)  и  опустив  обозначение предела, запишем для дивергенции вектора Пойнтинга    
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 При суммировании (первая сумма) потоков вектора  S  через поверхности элементарных объёмов (вторая сумма) составляющие через поверхности, являющиеся смежными для соседних элементарных объёмов, взаимно уничтожаются (см. рис.12.18) и остается  сумма потоков только по периферийной поверхности, представляющая собой  
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Таким образом, теорема Умова-Пойнтинга для мгновенных значений имеет вид  
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   Поясним смысл знака минус, стоящего перед потоком вектора Пойнтинга. Вектор Пойнтинга  всегда направлен внутрь рассматриваемого объёма (рис.12.19), а вектор элементарной поверхности в любой точке направлен в сторону внешней по отношению к рассматриваемому объёму нормали, т.е. угол между векторами S и ds всегда тупой, произведение  
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Теорема Умова-Пойнтинга может толковаться как уравнение энергетического баланса в электромагнитном поле. В левой части его стоит вся мощность, поступающая в рассматриваемый объём в виде потока вектора Пойнтинга, а правая говорит о том на что она расходуется  - на тепловые потери в этом объёме (
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Теорема Умова-Пойнтинга выведена в предположении, что внутри рассматриваемого объёма нет источников энергии, отсутствует отраженная волна и среда является однородной и изотропной. 

Если поле является неизменным во времени, то 
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 и уравнение выглядит так  
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 Используя теорему Умова-Пойнтинга можно показать, что электрическая энергия от источника к потребителю передается по диэлектрику, а не проводам, их соединяющим. Проиллюстрируем это на примере коаксиального кабеля, по жиле и оболочке которого протекает постоянный ток величиной I при напряжении U между его электродами (передаваемая по кабелю мощность P=UI) (рис.12.20). В точке, отстоящей на расстояние r от центра кабеля, напряженность магнитного поля  в соответствии с законом полного тока будет  
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  Поток вектора Пойнтинга через кольцо диэлектрика с радиусами  r1 и  r2  будет  
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  т.е. он полностью совпадает с передаваемой мощностью.
Теорема Умова-Пойнтинга в комплексной форме записи

Подобно тому как при синусоидальном токе для вычисления комплексной мощности необходимо перемножить U  и  
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 так и в теории поля при синусоидально изменяющихся величинах вводится понятие комплексного вектора Пойнтинга  
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 EMBED Equation.3  [image: image215.wmf].
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 Первое слагаемое этого выражения представляет собой активную мощность Р, а мнимая часть второго – реактивную Q. В связи с этим  теорему Умова-Пойнтинга можно записать ещё и так  
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 В таком виде она используется для определения активного и внутреннего реактивного сопротивления проводников на переменном токе (с учетом поверхностного эффекта). Действительно, подсчитав поток вектора 
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 через боковую поверхность проводника длиной 1м, получим 
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Переменное электромагнитное поле в проводящей среде

Распространение электромагнитной волны в проводящей среде, обладающей удельной проводимостью ( и магнитной проницаемостью (а, имеет ряд особенностей, которые и являются предметом нашего изучения. 

Если переменное электромагнитное поле во времени изменяется по закону синуса, то для его описания применима комплексная форма записи уравнений Максвелла: 
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 В хорошо проводящих средах даже при весьма высоких частотах имеет место соотношение 
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 , поэтому с высокой степенью точности в первом уравнении можно пренебречь слагаемым 
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 Произведем их совместное решение. С этой целью возьмём ротор от первого уравнения 
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  (принцип непрерывности магнитного потока). Тогда  
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 Это дифуравнение относительно 
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. В общем случае, когда 
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 зависит от трех или даже от двух координат, его решение является весьма сложной задачей. Поэтому ограничимся рассмотрением его решения  для частного случая плоской электромагнитной волны. Под плоской электромагнитной волной условились понимать такую, для которой характерно, что во всех точках плоскости (например, xoy), перпендикулярной направлению распространения волны (оси z), напряженность электрического поля 
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 в данный момент времени одинакова (по величине и направлению) и лежит в этой же плоскости; точно так же напряженность магнитного поля  
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 во всех точках плоскости xoy  так же одинакова и лежит в этой же плоскости. Иллюстрация к приведенному определению  плоской волна показана на рис.12.21, где для одного и того же момента времени изображены  
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 в двух параллельных плоскостях, перпендикулярных оси z. [image: image338.png]


Во всех точках первой плоскости 
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  и  
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 имеют одинаковые значения, но отличные от их же значений во второй плоскости, где они также одинаковы. В силу самого определения плоской волны имеет место: 
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 являются функцией только одной координаты (в нашем случае z). Повернем оси координат так, чтобы ось y совпадала с 
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,  раскрыв выражение лапласиана   
[image: image245.wmf].

H

j

j

H

j

)

z

y

x

(

a

wgm

=

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

2

2

2

2

2

2

  Учтем, что  
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 В последнем выражении записана не частная, а полная производная по той причине, что 
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 является функцией только одной переменной z. Полученное выражение представляет собой линейное дифуравнение второго порядка, решением которого является выражение  
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  где  С1 и  С2 – постоянные интегрирования, определяемые из граничных условий и имеющие свои значения для каждой конкретной задачи, а  р – корень характеристического уравнения  
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Напряженность электрического поля можно определить из уравнения  
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 следовательно,  
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 Последнее выражение показывает, что напряженность 
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 в плоской волне при выбранном расположении осей координат направлена вдоль оси x (
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Величину  
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 принято называть волновым сопротивлением  
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Слагаемые, входящие в решение для  
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 представляют собой падающую и отраженную волну:  
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  Zc  может быть трактовано как  
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 Так как  Zc  является комплексным числом с аргументом 45о, то сдвиг по времени между  
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Распространение плоской электромагнитной волны в однородном проводящем полупространстве
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Предположим, что в однородной проводящей среде, простирающейся теоретически в бесконечность, распространяется плоская электромагнитная волна (рис.12.22). Так как среда простирается в бесконечность и падающая волна в толще среды не встречает границы, которая «возмутила» бы её распространение, то отраженной волны в данном случае не возникнет.  При наличии только падающей волны имеем  
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 С1 найдём из граничного условия. Пусть на поверхности проводящей среды (z=0) известна напряжённость магнитного поля и она равна 
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  В свою очередь  
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                           Запишем выражения для мгновенных значений  Н  и  Е:  
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Из этих выражений следует, что по мере проникновения волны в проводящую среду, т.е. при увеличении z, из-за наличия сомножителя e-kz по экспоненциальному закону уменьшаются амплитуды напряжённостей Е  и  Н. Это отражено на рис.12.23, где изображена зависимость Н(z) при 
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  Интенсивность затухания амплитуд Е  и  Н определяется величиной k, однако на практике для характеристики этой интенсивности вводится понятие глубины проникновения волны (, под которой понимают расстояние вдоль направления распространения волны (оси z), на котором амплитуды падающих волн Е  и  Н  уменьшаются в е=2.7183 раз. Уравнением для определения ( является выражение  
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 откуда  
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  Глубина проникновения зависит от свойств среды ((, (а) и от  частоты. Приведём пример. Пусть f=5кГц, (=107См/м, (r=103. Тогда  
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 т.е. на ничтожном расстоянии в 0.07мм  амплитуды Е  и  Н  уменьшаются в е раз.

Для характеристики волны, распространяющейся по проводящей среде, используется понятие длины волны (, под которой понимают расстояние вдоль направления её распространения (вдоль z), на котором фаза колебания изменяется на 2(. ( определяется из уравнения  k(=2(, откуда  
[image: image285.wmf].

k

p

l

2

=

 Для рассмотренного выше примера 
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Иногда для волны пользуются понятием фазовой скорости, под которой понимают скорость перемещения неизменного фазового состояния. Фаза колебаний 
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 Для рассмотренного примера 
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Магнитный поверхностный эффект

[image: image341.png]2a




Пусть вдоль плоского листа (h>>2a), имеющего большую протяженность, проходит переменный магнитный поток  частотой (.  Так как h>>2a, то искажающим влиянием краёв шины (листа) можно пренебречь и считать, что в лист с двух сторон проникает плоская электромагнитная волна. Расположим оси декартовой системы координат так, чтобы напряженность магнитного поля была расположена вдоль оси y (
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) (рис.12.24). Это позволит воспользоваться формулами, выведенными в предыдущем параграфе, или записать: 
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 При определении  С1  и  С2  учтём, что в силу симметрии напряженность магнитного поля на левой и на правой поверхности листа одинакова. Обозначим её На и будем полагать известной (в дальнейшем её определим). Тогда Н=На и при z=-a, и при z=a, или  
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 Совместное решение этих уравнений даёт 
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 Следовательно, в произвольной точке шины  
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 где  
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 направлен вверх (вдоль –x), а при z=-a – вниз (вдоль +x). Ток, возникающий в шине при прохождении по ней переменного магнитного потока, называется вихревым током и его плотность   
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 Магнитная индукция в произвольной точке шины 
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 Среднее значение индукции 
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 Если считать Вср известным и равным  
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 то напряженность магнитного поля на поверхности листа будет   
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  Отношение 
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  называется комплексной магнитной проницаемостью и обозначается  
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  При больших значениях pa  shpa(chpa, поэтому thpa(1 и тогда 
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  На рис.12.25 приведены графики зависимости модулей напряженностей  Е  и  Н  от координаты  z  E(z)  и  Н(z). 
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Напряженность магнитного поля в средине шины (z=0) имеет значение 
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 и она может быть намного меньше На. Кривая плотности вихревых токов ((z) будет повторять график E(z), поскольку (=(Е.
Явление неравномерного распределения поля по сечению шины, вызванное затуханием электромагнитной волны, называется поверхностным эффектом. Если вдоль шины направлен магнитный поток, то поверхностный эффект называется магнитным, а если по шине протекает переменный ток, то – электрическим. Их физическая природа одинакова и обусловлена проникновением плоской электромагнитной волны внутрь шины и её затуханием по мере проникновения.
Электрический поверхностный эффект
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Пусть вдоль плоской шины протекает переменный ток. Его направление и расположение осей декартовой системы координат изображено на рис.12.26.  По закону полного тока в интегральной форме определим напряженность магнитного поля на поверхности шины На. Так как и в данной задаче h>>2a, то при подсчете  
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 пренебрежем составляющей циркуляции Н  вдоль горизонтальных сторон шины. Тогда  
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  При составлении уравнений для определения постоянных интегрирования С1  и  С2  учтем, что  слева от центра шины Н ориентирована по оси y, а справа – вдоль её отрицательного направления, т.е. при z=-a  
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  Подставляя эти значения в выражение 
[image: image310.wmf],

e

C

e

C

H

pz

pz

2

1

+

=

-

  получим   
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  Совместное решение двух последних уравнений даёт:  
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  Подставляя значения  С1 и С2   в формулу для  Н, будем иметь: 
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Напряженность электрического поля в соответствии с изложенным выше направлена по оси х (
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) и имеет значение  
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  Плотность тока в любой точке шины  
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 Минимальное значение 
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 будет в центре шины и оно равно  
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  Качественно представим графики изменения модулей Н, Е (или ()  от координаты z (рис.12.27). Если сравнить кривые в данном случае с кривыми для магнитного поверхностного эффекта, то видно, что они как бы поменялись местами. 

Чем толще шина, чем больше (, (  и (а, тем сильнее проявляется поверхностный эффект, т.е. тем более неравномерным становится распределение тока по сечению шины и если частота весьма велика, то может оказаться, что ток будет протекать по очень тонкому поверхностному слою шины. На этом основана высокочастотная поверхностная закалка металлических деталей, когда деталь на короткое время помещается в высокочастотное поле. Энергия проникающей электромагнитной волны поглощается в тонком поверхностном слое и благодаря тому, что деталь сейчас же охлаждается, поглощенная энергия накаливает лишь поверхностный слой, не успевая распространиться на всю деталь.

Полученные соотношения позволяют вывести формулу комплексного сопротивления шины длиной 1м с учетом поверхностного эффекта.  
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