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ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ

До сих пор мы рассматривали расчет и анализировали цепи в установившихся режимах и не затрагивали вопрос о том, как эти режимы устанавливаются, что происходит в цепи при  включении или отключении всей цепи или некоторых ветвей и т.д. Далее мы будем изучать процессы перехода от одного режима работы цепи к другому, чем-либо отличающемуся от предыдущего. Они как раз и называются переходными процессами (ПП). Начальный и конечный режимы работы цепи могут отличаться амплитудами напряжений и токов, их фазами, формой и частотой действующей в цепи ЭДС. 

Чаще всего переходные процессы возникают при различного рода включениях, отключениях или переключениях, называемых коммутацией.

Переходные процессы обычно протекают очень быстро. Длительность их составляет десятые, сотые, а иногда и миллионные доли секунды. Редко происходят ПП с длительностью в единицы или десятки сек. Тем не менее изучение ПП очень важно, т.к. оно позволяет:

· Определить возможные перенапряжения на отдельных участках цепи во время ПП, которые могут оказаться опасными для изоляции установки.

· Выяснить возможные увеличения амплитуд токов, которые могут в десятки и сотни раз превышать амплитуды установившихся токов.

· Решать задачи о деформации формы и амплитуд сигналов при прохождении их через различные электротехнические устройства (фильтры, усилители и т.д.).

· Успешно решать задачи моделирования самых разнообразных процессов, происходящих в различных областях техники.

Во всех видах коммутации соблюдаются два закона, получивших названия законов коммутации. 

1. В любой ветви с индуктивностью потокосцепление и ток в момент коммутации принимают те значения, которые они имели непосредственно перед коммутацией и в дальнейшем изменяются именно с этих значений. Очень часто первый закон коммутации формулируют упрощенно: ток в индуктивности не может изменяться скачком. Убедиться в справедливости этого закона можно методом от противного: если допустить, что в момент коммутации ток в индуктивности сделал скачок, то напряжение на индуктивности будет бесконечно большим  [uL(0) = L(di/dt)t=0 = (] и в цепи не будет соблюдаться второй закон Кирхгофа (бесконечно больших ЭДС не существует). Следовательно, возможность скачкообразного изменения тока в индуктивности мы должны отбросить.

2. В любой ветви с емкостью заряд и напряжение на ней в момент коммутации принимают те значения, которые они имели непосредственно перед коммутацией и в дальнейшем изменяются именно с этих значений. Очень часто второй закон коммутации формулируют упрощенно: напряжение на емкости не может изменяться скачком. Убедиться в справедливости этого закона также можно методом от противного: если допустить, что в момент коммутации напряжение на емкости сделало скачок, то ток в емкости будет бесконечно большим  [iC(0) = C(duC/dt)t=0 = (] и в цепи не будет соблюдаться второй закон Кирхгофа, поскольку в цепи всегда имеются сопротивления,  бесконечно больших же ЭДС не существует. Следовательно, возможность скачкообразного изменения напряжения на емкости  мы должны отбросить.

 С энергетической точки зрения невозможность скачкообразного изменения  iL  и   uC  объясняется невозможностью скачкообразного изменения энергий, запасенных в магнитном поле инуктивности и электрическом поле емкости. Действительно для мгновенного изменения энергии электрического или магнитного поля требуется источник бесконечно большой мощности, что лишено физического смысла. Между прочим само наличие переходных процессов и их длительность как раз и определяются  необходимостью изменений энергий   L  и  С. Напомним, что ПП -  это переход от одного режима к другому. Исходному режиму соответствует один запас энергий L и С, а конечному – другой. На изменение этих энергий требуется определенное время – время переходного процесса. Из вышесказанного следует, что, если в цепи нет L и С, то переход от одного режима к другому происходит мгновенно, т.е. переходный процесс как таковой не возникает.

В заключение отметим общепринятые допущения, которые используются при расчете ПП:

а) коммутация происходит мгновенно;

б) исключим из рассмотрения электрическую дугу, которая иногда возникает при коммутации;

в) не будем рассматривать отключение ветвей с индуктивностью и таких ветвей, отключение которых приводит к необходимости скачкообразного изменения тока в других ветвях с L.

г) исключим из рассмотрения короткое замыкание емкости.

Переходный, принужденный и свободный режим работы цепи

Рассмотрим сначала некоторые общие вопросы расчета переходных процессов на примере включения неразветвленной цепи R, L, C  к  источнику, напряжение которого известно и задано некоторым аналитическим выражением (рис.[image: image1.wmf]u
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7.1).  
После замыкания рубильника в цепи будет протекать ток переходного процесса , который на элементах цепи будет создавать напряжения uR, uL, uC соответственно. Запишем  второй закон Кирхгофа для мгновенных значений R, L, C  
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.   (1)

Когда переходный процесс закончится, в цепи наступит установившийся или принужденный режим (чаще его называют принужденным), а ток в этом случае называется принужденным. Для принужденного режима уравнение (1) принимает вид
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Вычитая почленно (2) из (1) и обозначив 
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Выражение (3) является вторым законом Кирхгофа для свободного тока, поскольку разность  i - iпр принято называть током свободного режима. Несколько подробнее о свободном токе. Он существует только во время переходного процесса, поскольку после его окончания i = iпр. Реально существует конечно ток переходного процесса, а его разложение на принужденную и свободную составляющие (
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) – это математический прием, который существенно облегчает расчет переходного процесса. Тем не менее иногда свободные токи можно наблюдать и воочию. Например, если в некоторой цепи под действием источников протекают определенные токи, а затем эти источники исчезли, то токи не сразу прекращают свое существование, а еще некоторое время протекают. Это и есть свободные токи. Об этом свидетельствует сравнение выражений (1) и (3). Заметим, что для перехода от уравнения для полного тока к уравнению для свободного тока достаточно приравнять нулю напряжение всех источников питания. Выражение 
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 соответствует и правилу нахождения решения неоднородного дифуравнения, согласно которому оно равно сумме частного решения неоднородного уравнения (принужденный ток) и общего решения однородного уравнения (свободный ток).

Из приведенного примера следует, что расчет переходного процесса сводится к решению дифуравнений, составленных по законам Кирхгофа. Из математики известно, что существует два основных метода решения таких уравнений – классический и операторный. Поэтому и в ТОЭ основными методами расчета переходных процессов являются классический и операторный. Сначала мы будем изучать классический метод, в котором наибольшую сложность представляет определение постоянных интегрирования. Последние определяются по начальным условиям. Различают независимые и зависимые начальные условия. Независимыми начальными условиями называют значения токов в индуктивностях и напряжений на емкостях при t=0, т.е. начальные значения тех величин, которые не могут изменяться скачком . Независимые начальные условия определяются с помощью законов коммутации. Зависимыми начальными условиями называют начальные значения (t=0) всех остальных токов и напряжений. Они определяются по независимым начальным условиям с помощью законов Кирхгофа.
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В заключение введем систематизацию в условные обозначения, которая является общепринятой и  основные положения которой проиллюстрируем с помощью рис.7.2. Ток до коммутации принято обозначать как i(t-). Ток непосредственно перед коммутацией – i(0-), а ток непосредственно после коммутации - i(0+). Переходный ток – i  или  i(t), принужденный ток – iпр или iпр(t). Заметим, что ток в индуктивности и напряжение на емкости не могут изменяться скачком, поэтому iL(0-)=iL(0+)=iL(0),        uC(0-)=uC(0+)=uC(0). 

Короткое замыкание цепи R,L
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Рассмотрим ряд примеров расчета переходных процессов и первый из них будет процесс в цепи  R,L  при её закорачивании согласно схеме рис.7.3. Состояние цепи до коммутации:


[image: image7.wmf]0

R

R

E

)

t

(

i

+

=

-


Cогласно первому закону коммутации ток не может измениться скачком (в цепи есть индуктивность), поэтому 
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В принужденном режиме ток в цепи равен нулю (она закорочена), поэтому в данном случае i=iсв. Во время переходного процесса состояние цепи описывается уравнением   
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. Это линейное дифуравнение первого порядка, решение которого в математике предлагается  находить в виде  
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 где А – постоянная интегрирования, а  р – корень характеристического уравнения. 

Если согласиться с таким решением, то 
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. Это и есть характеристическое уравнение, а его корень    
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 Для определения А перепишем (1) при t=0:

i(0) =A. Тогда окончательно имеем:  
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- постоянная времени цепи R, L.  Напряжение на индуктивности   
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На рис.7.4 приведены графики i и uL. Если эти зависимости получены экспериментальным путем, то с их помощью можно определить ( графичесим путем. Для этого достаточно провести касательную к любой точке кривой и определить длину подкасательной (рис.7.4). Легко показать справедливость такого определения  (: 
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Очень важным является вопрос о длительности ПП. Теоретически он длится бесконечно долго. Действительно выражение для тока даст результат, равный нулю, только при  t = ∞. Для того, чтобы решить вопрос о практической длительности ПП, заполним табл.7.1.

Таблица 7.1

t
(
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Из данных табл.7.1 следует, что за время равное (3(5)( ток упал до величины, которой можно пренебречь. Поэтому на практике берут время ПП  tп = (3(5)(.

Интересным является протекание процесса с энергетической точки зрения: вся энергия, которая была накоплена в магнитном поле индуктивности к моменту коммутации за время ПП расходуется в R в виде тепла.

На практике с рассмотренным ПП приходится сталкиваться довольно часто. Например, обмотки возбуждения крупных электрических машин не размыкают (выключатели не выдерживают выделяющейся энергии), а закорачивают. 

Включение цепи  R, L на постоянное напряжение
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При включении цепи R, L  на постоянное напряжение (рис.7.5) до коммутации ток отсутствовал, следовательно, и в момент коммутации  i(0)=0 (в соответствии с первым законом коммутации). В принужденном режиме, учитывая, что индуктивность не оказывает сопротивления постоянному току: 
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Во время ПП состояние цепи определяется уравнением   uR + uL = U   или  
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. Мы получили точно такое же дифуравнение как и в предыдущем примере, поэтому и решение его точно такое же, т.е.  
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  и  для тока окончательно имеем:  
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. Напряжение на индуктивности   
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Графики тока и  uL  приведены на рис.7.6. Поскольку до включения напряжение на индуктивности было нулевым, а в момент коммутации оно становится равным  U, то полное, принужденное и свободное напряжение на индуктивности изменяются скачком. Время ПП определяется   через  (  и  практически берется  . Полученные результаты показывают, что ток в цепи не устанавливается мгновенно и что требуется определенное время  (tп) для получения установившегося режима с принужденным током. Нарастание тока происходит тем медленее, чем больше  L  и меньше R. Во время переходного процесса энергия, поступающая от источника, частично  накапливается в магнитном поле индуктивности, а частично переходит в тепло в сопротивлении  R.

Включение цепи  R, L на  cинусоидальное напряжение
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В этом случае (рис.7.7) до коммутации и в момент коммутации ток также равен нулю (i(0)=0).  Во время переходного процесса ток будем определять как  i = iпр+iсв. Если подведенное к цепи напряжение u=Umsin((t+(), то         iпр=Imsin((t+(-(),    где  
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ПП описывается уравнением   uR+uL =u(t)  или   
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А = - Imsin((-()  и  ток переходного процесса   i = iпр + iсв = Imsin((t+(-()- Imsin((-()
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График тока приведен на рис.7.8,а.  

Поскольку ток в момент коммутации равен нулю, то начальные  ординаты принужденного и свободного тока равны по величине и противоположны по знаку. Кривая тока показывает, что во время ПП он может превышать амплитуду принужденного тока Im. Наибольшее значение тока во время ПП принято называть ударным током Iуд. В данной цепи в зависимости от того в какой момент времени происходит замыкание рубильника могут иметь место различные по тяжести переходные процессы. Если  в  момент  коммутации  выполняется  условие (-( = 0, то свободный ток не возникает (А=0) и в цепи сразу наступает принужденный режим, это же будет при  (-( = ((. Если же коммутация происходит, когда  (-( = ((/2, то начальное значение свободного тока будет максимальным  (i(0)=
[image: image33.wmf]m
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m

) и переходный процесс в этом случае будет самым тяжелым. Однако даже  в самом тяжелом случае и  даже когда постоянная времени цепи значительно больше периода ((>>T) ударный ток не может превышать амплитуду принужденного тока более, чем в два раза (см. рис.7.8,б).

Короткое замыкание (КЗ) цепи  R, С
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Пусть предварительно заряженный до напряжения U0 конденсатор С подключается к активному сопротивлению R (рис.7.9). Состояние цепи до коммутации: i(t-)=0; uC(t-)=U0. В момент коммутации в соответствии со вторым законом коммутации  uC(0)=U0. В принужденном режиме  iпр=0;  uСпр=0, поэтому в данном случае i и uC содержат только свободные составляющие. Cостояние цепи во время ПП определяется уравнением    uC + uR = 0   или  uC + iR = 0  или   
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, где  р – корень характеристического уравнения   1 + pRC = 0.   
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,  где  ( = RC – постоянная времени цепи  R, C. Она измеряется в с  [Ом*Ф=
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] и  через неё может быть определено время переходного процесса  (tп=(3(5)(). Ток в цепи 
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 На рис.7.10 приведены графики тока и  uC.  

Напряжение на конденсаторе спадает тем медленнее, чем больше  (, т.е. больше  R  и больше С. С энергетической точки зрения процесс   характеризуется переходом энергии, запасенной в емкости до коммутации в тепло в сопротивление R. Ток в цепи до коммутации равнялся нулю, а в момент коммутации  он становится равным  -U0/R, т.е. он изменяется скачком. Но любая реальная цепь имеет какую-то индуктивность (хоть и чрезвычайно малую), поэтому в действительности ток начинается с нуля, но чрезвычайно быстро достигает значения  -U0/R. Отрицательное значение тока означает, что он течет в противоположном по сравнению с нарисованным на схеме направлением (на практике по этому поводу говорят, что при разряде конденсатора ток течет в противоположную сторону по сравнению с зарядом).  
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Включение цепи  R, С на постоянное напряжение
Cостояние цепи рис.7.11 до коммутации и в момент коммутации:  uC(t-)=0;  i(t-)=0; uC(0)=0. В принужденном режиме   iпр = 0,  uCпр = U. Во время переходного процесса  uR + uC = U  или   iR + uC = U    или   
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 EMBED Equation.3  [image: image42.wmf]U
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. Перепишем это уравнение для  uCсв:    
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.  Уравнение и его решение точно такие же как и в предыдущем примере: 
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Тогда  uCсв(0) = uC(0) – uCпр(0) = -U =A  и  окончательно имеем:  uC  = uCпр +  uCсв = U - U
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.  Графики uC и тока представлены на рис.7.12. Кривые показывают, что  uC    и ток в цепи не устанавливается мгновенно. Напряжение возрастает, а ток спадает тем медленнее, чем больше (, т.е. чем больше R и С.  Постоянная времени (  может быть определена графическим путем подобно тому, как это делалось  для цепи  R, L. 
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Протекание процесса с энергетической точки зрения: энергия, поступающая от источника, частично идет на увеличение энергии электрического поля емкости, а частично расходуется в R в виде тепла, причем эти части абсолютно одинаковы. 

В момент коммутации ток делает скачок и все сказанное о скачке  тока в предыдущем примере справедливо и для рассматриваемого случая. 

Включение цепи  R, С  на синусоидальное  напряжение
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Пусть подведенное к цепи рис.7.13 напряжение изменяется по закону 
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Во время переходного процесса  uR + uC = u  или   iR + uC = u    или   
[image: image50.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image51.wmf]u
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. Перепишем это уравнение для  uCсв:    
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. Уравнение и его решение точно такие же как и в предыдущем примере: 
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Тогда uCсв(0) = uC(0) – uCпр(0)= 
[image: image54.wmf])

sin(

C

Z

U

m

2

p

j

y

w

-

-

-

=A.      Окончательно   имеем:   
[image: image55.wmf]=

+

=

C

пп

C

сс

C

u

u

u
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 EMBED Equation.3  [image: image57.wmf]t

p

j

y

w

t

m

e

)

sin(

C

Z

U

-

-

-

2

. 

На рис.7.14 приведен график uC(t), из которого следует, что во время ПП uC может превышать  амплитуду установившегося режима.

 В данной цепи в зависимости от того в какой момент времени происходит замыкание рубильника также могут иметь место различные по тяжести переходные процессы. Если  в  момент  коммутации  выполняется  условие (-(-(/2 = 0, то свободный ток не возникает (А=0) и в цепи сразу наступает принужденный режим, это же будет при  (-(-(/2 = ((. Если же коммутация происходит, когда  (-(-(/2 = ((/2, то начальное значение свободного напряжения на емкости будет максимальным  (uCсв(0)=
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) и переходный процесс в этом случае будет самым тяжелым. Однако даже  в самом тяжелом случае и  даже когда постоянная времени цепи значительно больше периода ((>>T) превышение может быть не более чем в два раза. 
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Ответ для тока можно получить из выражения   
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, но делать это предпочитают в цифрах, а не в буквах.  Обратим внимание на то, что в этой цепи в момент коммутации возможны очень большие значения (толчки) тока. Действительно, поскольку uC(0)=0, 
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  и  при  R(0  i(0+)( (.  Этим объясняется подгорание контактов рубильника, включающего кабельную линию.

Необходимо отметить аналогию законов изменения тока в цепи R, L  и  uC  в цепи  R, C, а также uL  в цепи  R, L  и тока в цепи R, С во время ПП. Это свойство получило название дуальности электрических цепей, а упомянутые выше величины называются дуальными. Свойство дуальности  нашло широкое применение, поскольку позволяет  знания о ПП в одной цепи переносить на дуальную.

Переходные процессы в цепи R, L, C
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Рассмотрим включение неразветвленной цепи R, L, C  на напряжение  u(t) (рис.7.15). После коммутации состояние цепи определяется уравнением   uR+uL+uC=u  или   
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где  А1  и  А2  - постоянные интегрирования, а  р1  и  р2  -  корни характеристического уравнения    рRC+p2LC+1=0    или   
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Для свободного тока имеем:    
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В зависимости от вида корней характеристического уравнения, который зависит только от соотношения между R, L  и  C, в данной цепи различают три разных по характеру ПП: апериодический; предельный случай апериодического и периодический.

Апериодический заряд конденсатора при включении цепи R, L, C  на постоянное напряжение

Пусть в цепи действует постоянное напряжение, т.е.  u=U. Состояние цепи до коммутации, в момент коммутации и в принужденном режиме:  i(t-)=0,  uC(t-)=0,  i(0)=0,  uC(0)=0,  iпр=0,  uCпр=U.

Апериодическим называется заряд емкости, при котором напряжение на С монотонно увеличиваясь достигает своего установившегося значения, т.е. не происходит перезарядки конденсатора. Такой характер ПП имеет место, если  р1 и р2  являются  вещественными и разными. Как следует из (2) это будет, когда подкоренное выражение положительно, т.е.
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Rкр   называется критическим сопротивлением данной цепи – это такое наименьшее сопротивление, при котором ПП еще апериодический. 

В дальнейшем изложении  р1 и р2   будем считать известными, найденными по (2). Тогда 
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. Для определения А1  и  А2  перепишем эти же формулы при t=0:  А1+А2=uCсв(0);   С(А1р1+А2р2)=iсв(0),  где  uCсв(0)= uC(0)- uCпр(0)=-U;  iсв(0)= i(0)- iпр(0)=0. Тогда    А1+А2=-U    и   А1р1+А2р2=0. Совместное решение этих уравнений дает: 
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  При этих значениях А1 и А2  имеем:
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 Следует заметить, что как ток, так и uL  и  uCсв  представляют собой разность двух экспонент, затухание которых характеризуется величинами р1  и  р2. На рис.7.16 приведены качественно построенные графики uC, тока и uL. Кривая   uC  начинается с нуля, но так, что 
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, поскольку  i(0)=0. Затем она монотонно возрастает до uCпр=U . Кривая тока начинается с нуля и возрастает до максимального значения при t1, в который кривая   uC  испытывает  перегиб, а затем убывает до нуля. Напряжение   uL  изменяется от U   (uL (0+)=U) до нуля при  t1, затем становится отрицательным и при  t2, когда пергибается кривая тока, имеет минимум. Моменты времени  t1   и  t2   можно рассчитать так:  
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 Изменение знака  uL может быть объяснено так: когда ток возрастает ЭДС самоиндукции противодействует его возрастанию и uL>0, а когда ток уменьшается ЭДС самоиндукции поддерживает его и  uL<0. 

Непростым является вопрос о времени переходного процесса tп. Его решение можно понять, если вспомнить, что любая из величин является разностью двух экспонент, из которых медленнее затухает та, которая определяется корнем  р1. Поэтому   
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Отметим влияние величины L  на протекание процесса. Чем больше L, тем меньше |р1| (см.2), а значит больше tп, т.е. процесс заряда конденсатора замедляется. При  L ( 0  процесс приближается к заряду емкости в цепи R, C.

Предельный случай апериодического заряда конденсатора при включении цепи R, L, C  на постоянное напряжение

Такой процесс имеет место, когда  R=Rкр. При этом  
[image: image77.wmf].
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 В математике это называется случаем кратных корней характеристического уравнения, а решение дифуравнеия имеет вид   uCсв = (А1+А2t)ept . Тогда   
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 Из начальных условий  (uCсв(0)=-U; iсв(0)=0) имеем:  А1=-U ;  A2 - pU=0  или  A2  = pU .   Тогда   

uC = uCпр+ uCсв= U+(-U+pUt)ept = U[1-(1-pt)ept]

i = iпр+icв = icв = СU[pept-(1-pt)pept] = Cup2tept = 
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Графики  uC, тока и  uL  по внешнему виду не отличаются от предыдущих.

Периодический (колебательный) заряд конденсатора при включении цепи R, L, C  на постоянное напряжение

ПП будет периодическим, если R<Rкр. Тогда подкоренное выражение в формуле 
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   станет отрицательным и, следовательно,  р1,2  станут комплексными и сопряженными. Введем обозначения  
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 Тогда  р1,2 = -b ( j(o. Заметим, что b называется коэффициентом затухания, а  (o – угловой частотой собственных колебаний.   
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 где  Т0 – период собственных колебаний контура. 
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При комплексных корнях характеристического уравнения решение дифуравнения имеет вид:
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 Постоянные интегрирования определим по начальным условиям: uCсв(0)=-U; iсв(0)=0: 

-U=Asin(0;  0=CA(-bsin(0+(0cos(0), откуда   
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. Из тригонометрического толкования последней формулы (рис.7.17) следует:  
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  Подставив значения постоянных интегрирования, получим:
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Кривые uC  и тока представляют собой затухающие синусоиды с угловой частотой собственных колебаний (0 и коэффициентом затухания b, причем  b, (0  и  (0  зависят только от R, L и С контура. На рис.7.18 приведены графики uC  и тока. Время  ПП определяется затуханием огибающих, т.е. tп = (3-4)/b. Тот факт, что в некоторые моменты времени  uC>U, a  i<0  объясняется обменом энергией между магнитным полем индуктивности и электрическим полем емкости. 
Затухающие синусоиды хотя и похожи на обычные, но имеют и существенные отличия, например, в пределах каждого полупериода зона возрастания занимает менее четверти периода, а зона убывания наоборот больше четверти периода. Затухающие синусоиды можно изображать вращающимися векторами с изменяющейся длиной, конец которого описывает  годограф. Степень затухания кривых характеризуют декрементом затухания (
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Методика расчета переходных процессов классическим методом в общем случае

Рассмотрим методику расчета переходных процессов классическим методом в произвольной электрической цепи на примере схемы рис.7.19. Рекомендуемый порядок расчета. 

I.Выбираем и указываем на схеме положительные направления токов во всех ветвях.
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II. Определяем состояние цепи до коммутации, в момент коммутации (независимые начальные условия) и в принужденном режиме. До коммутации и в принужденном режиме состояние цепи рассчитывается ранее изученными методами, а независимые начальные условия – с помощью законов коммутации. 

III. Рассчитываем свободные составляющие токов ПП. 
1. На основании законов Кирхгофа или методом контурных токов составляем систему дифуравнений для свободных токов (можно и для полных), определяющих состояние цепи после коммутации. Контуры рекомендуется выбирать так, чтобы в них входило как можно меньше индуктивностей и особенно емкостей. Уравнения, составленные по методу контурных токов, для схемы рис7.19 имеют вид:
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2. Определяем корни характеристического уравнения. Существует три способа их определения.

2.1. Способ определителя. Он основан на непосредственном использовании системы дифуравнений. Его суть: попытаемся отыскать решение системы в виде  iIсв=Аеpt   и  iIIсв=Bеpt. Тогда  
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Подставляя эти значения в дифуравнения, получим
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При этом дифуравнения превратились в алгебраические и этот прием называется алгебраизацией дифуравнений. Если последнюю систему решать методом определителей, то она будет иметь значение, отличное от нуля, только при условии, что главный определитель системы  ((р)=0, поскольку, например,  
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[image: image98.wmf]0

1

      

          

   

          

1

2

2

2

1

1

1

1

1

1

1

3

1

1

=

+

+

+

+

+

-

+

-

+

+

+

=

D

)

pC

pL

R

pL

R

(

)

pL

R

(

)

pL

R

(

)

pC

R

pL

R

(

)

p

(


2.2. Способ подстановки. Суть способа: систему дифуравнений  методом подстановки необходимо решить относительно любого, но одного тока и по полученному дифуравнению записать характеристическое. Во всех ранее рассмотренных примерах мы использовали именно этот способ.

2.3. Способ входного сопротивления. Его суть: составляется выражение входного комплексного сопротивления цепи относительно любых зажимов, в полученном выражении j( заменяется на р и приравнивается нулю, т.е.  Z(p)=[Z(j()] j(=p=0. Справедливость этого способа станет понятной ниже.

Несколько замечаний, связанных с корнями р характеристического уравнения,: а) для всех напряжений и токов  р одни и те же и находятся они один раз; это связано с тем, что вся цепь охвачена единым переходным процессом; б) количество р  равно числу непреобразуемых реактивных элементов схемы (для нашего примера р=4); в) корни характеристического уравнения могут быть  либо вещественными, но обязательно отрицательными, либо комплексными, но обязательно сопряженными и обязательно с отрицательной вещественной частью. Это связано с тем, что в линейных цепях ПП всегда затухают.

После определения р имеем:  
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 , где  n – число корней характеристического уравнения.

IV. Определяем постоянные интегрирования  А1(Аn  и  В1(Вn, используя независимые и зависимые начальные условия. Для этого необходимо при t=0 знать значение искомой величины и n–1  её производных. В общем случае для определения каждой из указанных величин приходится решать систему алгебраических уравнений. В связи с этим главной трудностью классического метода  является определение постоянных интегрирования.

V. Определяем истинные токи ПП суммируя принужденные и свободные составляющие.

Операторный метод расчета ПП

Необходимость определения постоянных интегрирования из начальных условий существенно усложняет расчет ПП классическим методом. По мере усложнения схем и возрастания порядка характеристического уравнения в значительной мере возрастают трудности определения постоянных интегрирования. Поэтому в инженерной практике часто применяют операторный метод, в котором заданные начальные условия включаются в исходные уравнения и необходимость определения постоянных интегрирования отпадает. Идея этого метода заключается в сведении дифуравнений к алгебраическим. Возможность такого сведения теоретически была доказана лишь в 20-е годы XX-го века, хотя применялось оно ещё в 60-е годы XIX-го  века. 

Сущность операторного метода заключается в том, что некоторая функция вещественного переменного (в ПП - t), называемая оригиналом, сопоставляется с другой функцией комплексного переменного  p=s+j(, называемой изображением. При таком сопоставлении система дифуравнений относительно оригиналов, превращается в систему алгебраических  уравнений относительно изображений. При решении этой системы алгебраических уравнений определяются изображения искомых функций и при помощи обратного сопоставления отыскиваются оригиналы (с помощью таблиц или по специальным формулам). В этом отношении операторный метод сравним с комплексным, когда от синусоид переходят к комплексам, производят над ними действия, соответствующие действиям над синусоидами и по найденному комплексу определяют искомую синусоидальную величину.

Пусть дана однозначная ограниченная функция  f(t) – оригинал, удовлетворяющая условиям Дирихле (на любом конечном интервале времени имеет конечное число разрывов только первого рода и конечное число максимумов и минимумов) и равная нулю при t<0. Ограниченность функции выражается неравенством    |f(t)| < 
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 (s0 – показатель роста функции). Функция имеет ограниченный рост, если М  и s0 конечны. Тогда  
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  имеет конечное значение и называется изображением F(p)  данной функции, т.е. F(p)= 
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. Это формула прямого преобразования Лапласа. На практике соответствие между изображением и оригиналом принято записывать сокращенно: F(p)
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Отметим некоторые свойства изображений , вытекающие из свойств определенного интеграла:

Аf(t)
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АF(p), т.е. при умножении оригинала на постоянный коэффициент А на тот же коэффициент нужно умножить изображение;
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Изображения простейших функций

Пусть оригиналом является  f(t)=A. Тогда её изображение
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 при любом значении t. Таким образом, изображение постоянной -  она сама, деленная на р. 

Если оригиналом является экспонента   f(t)=
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Ясно, что
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Заполним небольшую таблицу оригиналов и изображений, в которую кроме полученных выше формул занесем известные из математики выражения производной функции и интеграла от неё.
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Изображение
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Законы Ома и Кирхгофа в операторной форме

Рассмотрим цепь R, L, C, которая находилась под воздействием е1(t) и в момент коммутации переключается на   е(t)  (рис.7.20). По второму закону Кирхгофа имеем
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  В этой форме записи не указаны пределы интегрирования, что делает невозможным переход к изображению uC. Поэтому перепишем последнюю формулу так 
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 EMBED Equation.3  [image: image134.wmf] В этом выражении учтено, что в момент времени t напряжение на емкости определяется не только тем uC(0), которое было на ней при t=0, но и тем, которое добавилось из-за протекания тока  в интервале времени 0…t. 

Тогда   
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  Чтобы перейти от оригиналов к изображениям умножим обе части этого равенства на   e-ptdt  и проинтегрируем  от  0  до  (.
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Полагая   i(t)(I(p);  e(t) (E(p)  и учитывая каковы изображения постоянной величины (uC(0)), производной и интеграла, имеем
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  - это и есть закон Ома для цепи R, L, C  в операторной форме.

Выражение, стоящее в знаменателе, называется полным сопротивлением цепи R, L, C в операторной форме (операторное сопротивление)   
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.  Оно построено точно также  как и комплексное сопротивление, только вместо  j(  cтоит  р. Величина, обратная операторному сопротивлению, называется опереаторной проводимостью   
[image: image140.wmf].

)

p

(

Z

)

p

(

Y

1

=

 

В числителе закона Ома кроме изображения внешней ЭДС Е(р) имеется еще два слагаемых, которые определяются начальными условиями – током в индуктивности (i(0)) и  напряжением на емкости  (uC(0)). Наличие двух дополнительных ЭДС, которые называются внутренними или расчетными, обусловлена тем, что в магнитном поле индуктивности и электрическом поле емкости в момент коммутации была запасена энергия. Указанные в законе Ома знаки внутренних ЭДС справедливы только при условии, что они направлены по току.

При нулевых начальных условиях  (i(0)=0;  uC(0)=0) закон Ома в операторной форме 
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  имеет такой же вид, как и в комплексной форме.

Для любого узла разветвленной цепи во время ПП выражение первого закона Кирхгофа  для мгновенных значений имеет вид   i1+i2+i3+…+in=0. Если перейти от оригиналов к изображениям, то получим   I1(p)+I2(p)+I3(p)+…+In(p)=0. Это первый закон Кирхгофа в операторной форме, он имеет такой же вид как и в комплексной форме.

Для любого контура цепи, состоящего из n ветвей может быть записан второй закон Кирхгофа для мгновенных значений
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, полагая, что   ik(Ik(p),  ek(t) (Ek(p)  и повторяя все рассуждения, использованные при выводе закона Ома, получим
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  что можно переписать так  (второй закон Кирхгофа в операторной форме)      
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При нулевых начальных условиях имеем
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 и это выражение аналогично второму закону Кирхгофа в комплексной форме.

Таким образом, законы Ома и Кирхгофа в операторной форме имеют такой же вид как и в комплексной форме, только при ненулевых начальных условиях необходимо учитывать внутренние или расчетные ЭДС, а сопротивления ветвей должны быть операторными.

Эквивалентные операторные схемы и порядок расчета ПП операторным методом
[image: image199.png]


Мы убедились в том, что уравнения для изображений, составленные по законам Ома и Кирхгофа исходя из уравнений для мгновенных значений,  аналогичны уравнениям, составленным для той же цепи комплексным методом. Это говорит о том, что все основанные на законах Ома и Кирхгофа приемы и методы составления уравнений (методы узловых потенциалов, контурных токов, наложения, эквивалентного генератора и т.д.) могут быть применены и для составления уравнений относительно изображений. Однако при ненулевых начальных условиях необходимо учитывать внутренние ЭДС, что проще всего осуществить путем составления эквивалентной операторной схемы. Она отличается от исходной тем, что: а) в неё введены внутренние (расчетные) ЭДС, б) напряжения, токи и внешние ЭДС представлены изображениями, в) сопротивления ветвей – операторными сопротивлениями. Приведем 2 примера составления эквивалентных операторных схем. Для цепи, которая была использована  при выводе закона Ома (Рис.7.20), она имеет вид, представленный на рис.7.21. 

На рис.7.22 представлены исходная схема (а) и эквивалентная операторная (б).  
[image: image200.png]Puc.7.6





Рекомендуемый порядок расчета ПП операторным методом. 

Составляем эквивалентную операторную схему (при нулевых начальных условиях можно не выполнять). 

1. Любым методом (МУП, МКТ, МЭГ и т.д.) составляем систему уравнений для изображений токов ПП. Соображения по выбору наиболее рационального метода такие же как и при постоянном токе, т.е. они основаны на учете особенностей схемы и условия задачи.

2. Решая полученную систему алгебраических уравнений, определяем изображения искомых токов ПП.

3. По найденным изображениям отыскиваем оригиналы. Это делается с помощью таблиц изображений и оригиналов или по специальным формулам.

Приведем конкретный пример. Пусть цепь R, C  включается на постоянное напряжение (рис.7.23,а). Эквивалентная операторная схема в данном случае по внешнему виду не отличается от исходной (рис.7.23,б). По закону Ома имеем 
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 EMBED Equation.3  
[image: image147.wmf]RC

p

R

U

pC

R

p

U

)

p

(

Z

)

p

(

U

)

p

(

I

1

1

1

+

×

=

+

=

=


. 

 В соответствии с таблицей  оригиналов и изображений последнему соответствует такой оригинал   
[image: image148.wmf].
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Если в цепи действует синусоидальное напряжение, то расчет можно вести в обычной форме и в комплексной  
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. В последнем случае внутренние ЭДС необходимо учитывать в виде 
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, а искомые величины определять путем взятия мнимой части от полученных комплексных оригиналов.

Предложенный порядок расчета применяется, когда определяются полные токи  ПП, однако в ряде случаев значительно проще операторным методом рассчитывать только свободные составляющие, причем принужденные составляющие определяются ранее известными методами. В этом случае порядок расчета такой же, только в п.1 составляется эквивалентная операторная схема для свободных токов, которая отличается от предыдущей тем, что в ней отсутствуют все внешние ЭДС, а внутренние ЭДС имеют вид  
[image: image151.wmf].
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Теорема разложения

При отыскании оригинала по найденному любым путем изображению очень часто не удается воспользоваться таблицей оригиналов и изображений, которой как правило нет под руками, но даже если она и имеется, то она всегда ограничена и в ней может не оказаться нужной формулы, поскольку изображения часто имеют весьма сложную форму. 

Если изображение искомой величины имеет вид
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,  где   F1(p)  и  F2(p)  многочлены по степеням р , а именно:
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причем  m ( n  и  дробь 
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 несократима (этим условиям удовлетворяют все изображения, встречающиеся в электротехнике). Тогда оригинал определяется по формуле   
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,  где  рк  -  к-й   корень уравнения  F2(p)=0,  а  n – число корней этого уравнения;  F1(pk)  и  
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 -  значения многочлена  F1   и производной многочлена  F2  от к-го корня.

В случае, когда изображение искомой величины имеет вид  
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p

(

pF

)

p

(

F

)

p

(

F

2

1

=

, оригинал определяется по формуле   
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, где  F1(0)   и  F2(0)  значения многочленов  F1   и  F2    при   р=0.
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Приведенные формулы охватывают все встречающиеся на практике случаи кроме случая кратных корней. Если  уравнение  F2(p)=0  содержит кратные корни, то тогда имеется специальная формула теоремы разложения, однако она является весьма сложной и на практике предпочитают ею не пользоваться чуть-чуть различая кратные корни. 
В качестве примера рассмотрим определение тока ПП при разряде емкости в цепи R, L, C. Пусть конденсатор был предварительно заряжен до напряжения U0 (рис.7.24,а), т.е. uC(0)=U0 .  Эквивалентная операторная схема приведена на рис.7.24,б. На основании закона Ома в операторной форме имеем:    
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В связи с этим  оригинал тока будем определять по формуле  
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.  Определим  рк:  LCp2+pRC+1=0, откуда 
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.При комплексных корнях (p1,2= -b ( j(0) выражение для тока несколько преобразуется ,т.к.
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  Заметим, что формула для тока получилась такой же как и при включении цепи R, L, C  на постоянное напряжение, но с противоположным знаком.

Интеграл Дюамеля

Он применяется, когда напряжение источника изменяется по сложному закону и применение классического или операторного метода либо невозможно, либо затруднено.

Пусть пассивный линейный двухполюсник (рис.7.25,а) подключается к источнику, напряжение которого u(t)  изменяется по сложному закону (рис.7.25,б). Для определения тока ПП в любой ветви двухполюсника после коммутации сначала предположим, что напряжение источника является постоянным (u(t)=U). В этом случае ток в любой ветви может быть определен так: 
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, где g(t) – переходная  проводимость данной ветви, она является функцией времени и  параметров цепи. Чтобы определить g(t), примем  U=1, тогда  i(t)=g(t), т.е. g(t) равна току  ПП в этой ветви при подключении цепи к единичному [image: image204.png]


постоянному напряжению. Переходную проводимость можно определить либо расчетным, либо экспериментальным путем. Для этого необходимо рассчитать (любым методом) или заосциллографировать ток в данной ветви при подключении двухполюсника к единичному постоянному напряжению. Например, для цепи R, L 
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  и  для цепи  R, C  
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В дальнейшем расчете  g(t)  будем считать известной.

Вернемся к исходной задаче. Заданное напряжение питания можно представить себе как включение при  t=0 постоянного напряжения U=u(0), а затем включение элементарных постоянных напряжений (u , смещенных друг относительно друга на интервал времени  ((  и имеющих знак + или – в зависимости от того – возрастающая или убывающая ветвь заданной кривой рассматривается (рис.7.25,в).

Тогда ток ПП можно определить по принципу наложения как сумму тока, вызываемого постоянным напряжением  u(0) и равного  u(0)g(t)  и токов, вызываемых рядом постоянных напряжений  (u, включаемых друг за другом через промежутки времени ((. Токи от этих скачков будут   (ug(t-(-((), где аргумент переходной проводимости  t-(-((, т.к. элементарный скачок начинает действовать через время  (-((  после включения цепи.
Следовательно, примерно получим 
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Точное выражение для тока получим, если будем устремлять к нулю  ((, при этом сумма превратится в интеграл и получим
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 где  
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Это и есть интеграл Дюамеля.

Рекомендуемый порядок расчета.

1. [image: image205.png]


Определяем g(t) той ветви, в которой необходимо рассчитать ток ПП.

2. Определяем g(t-(), для чего в формуле  g(t) заменяем  t на  t-(.

3. Определяем  u’((), для чего находим  u’(t)  и в полученном выражении заменяем  t на  (.

4. Интегрируем по (, считая  t  постоянным и подставляем пределы.

Рассмотрим применение интеграла Дюамеля в случае, когда напряжение питания имеет произвольную форму, как, например, приведенную на рис.7.26.  

Поскольку на различных интервалах  времени закон изменения напряжения разный, то для каждого из них будет свой расчет. При  0 ( t ( t1  ток определится по формуле
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При расчете тока на интервале времени  t1 ( t ( t2  необходимо учесть, что при t1 напряжение изменяется скачком от u1(t1) до u2(t1), что равносильно вступлению в действие в этот момент отрицательного постоянного напряжения u2(t1)- u1(t1). Тогда получим
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Поскольку скачок напряжения от  u1(t1) до u2(t1)  имеет место при  t = t1, то в соотвествующем слагаемом стоит g(t-t1).

Для промежутка времени  t2 ( t ( (  необходимо учесть, что при  t = t2  напряжение становится равным нулю, что равносильно включению в этот момент отрицательного напряжения  -u2(t2). С учетом этого имеем:
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Основы метода переменных состояния

Идея метода состоит в том, чтобы оптимизировать расчет ПП, т.е. свести к минимуму объем вычислительной работы.

Переменные состояния (ПС) – это такие величины, через которые легко, путем решения алгебраических уравнений определяются остальные величины, характеризующие ПП. При рациональном выборе переменных состояния их количество является минимальным. В электрических цепях в качестве переменных состояния рекомендуется брать токи в индуктивностях и напряжения на ёмкостях по той причине, что для них проще всего определяются начальные значения (по законам коммутации) и их первые производные, необходимые при решении дифуравнений. 
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В этом методе исходная система дифуравнений разбивается на две (рис.7.27), причем в первой из них выражаются первые производные переменных состояния через ПС и внешние воздействия (источники ЭДС и источники тока - ВВ). Во второй системе все остальные переменные ПП (О) выражаются через ПС и ВВ.  Решение уравнений состояния может производиться любыми методами (классическим, операторным, численными и т.д.). Как правило эти уравнения представляются в матричной форме, что облегчает их решение с помощью ЭВМ.

Приведем конкретный пример составления уравнений состояния для схемы рис.7.28.

Независимые начальные условия i1(0)=E/R;  uC(0)=E.

Исходные дифуравнения:
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В качестве переменных состояния выбираем  i1 и  uC.
Из системы дифуравнений получаем систему (2) (опыт показывает, что рациональнее получить сначала её)
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   или в матричной форме      
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Систему (1) также получаем из дифуравнений
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  или в матричной форме    
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Сравнение различных методов расчета ПП
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Классический и операторный метод применимы для расчета задач любой сложности. Каким из них пользоваться – зависит от навыка и привычки. Но классический метод физически более прозрачен, а операторный – более математизирован. Интеграл Дюамеля применяется, когда напряжение источника изменяется по сложному закону. В связи с широким распространением ЭВМ для расчета ПП в сложных цепях получили распространение и численные методы (Рунге-Кутта, Хеминга и т.д.).
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Рис.7.3
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Рис.7.27
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Рис.7.28
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